Turniej 34 - kwalifikacje do mistrzostw Oméwienie zadan

Cukierki

Catkowita liczba zjedzonych w k dni cukierkow wynosi

k(k—1)

c+@+) 4+ +(@+k-1) = kr+ 5

Warunek z zadania

k(k—1)
2

kx + = N

mozna przeksztalci¢ do postaci

k(k—1)
N — =5+

k
Aby rozwigzanie bylo poprawne, licznik po prawej stronie musi by¢ nieujemny i podzielny
przez k. Dlatego dla kazdej dlugosci ciagu k (gdzie k(k — 1)/2 < N) wystarczy sprawdzic,
czy

Tr =

k(k —1)
2

Jesli tak, istnieje doktadnie jedna warto$c x, czyli jedno poprawne ustalenie liczby cukierkow
na pierwszy dzien.

N — =0 (mod k).

Ztozonosé Maksymalne k spelia przyblizenie k? ~ 2N, wiec petla wykona sie O(\/N )
razy, a caly algorytm dziala w czasie O(v/N).

Ranking Jasia

Podane w zadaniu relacje miedzy uczestnikami tworza skierowany graf G = (V, E) o wierz-
chotkach V' = {1,..., N} i krawedziach £ = {a — b}.

Wykrywanie sprzecznosci Jesli w grafie istnieje cykl skierowany, poréwnania sa sprzecz-
ne (bo w cyklu ktos musiatby by¢ jednoczesnie lepszy i gorszy od samego siebie). Wystarczy
wiec sprawdzi¢, czy G jest acykliczny, np. algorytmem DF'S.

Ile 0s6b musi by¢ za Jasiem? W oryginalnym grafie wykonujemy DFS/BFS z 1. Liczba
odwiedzonych wierzchotkéw (bez 1) to niZej — zawodnicy pewni, ze beda za Jasiem.

Ile os6b musi byé przed Jasiem? Odwr6émy wszystkie krawedzie i uruchommy DFS/BFS
z wierzchotka 1. Liczba osiggalnych wierzchotkéw (bez 1) to wyzej — zawodnicy, ktérzy muszq
by¢ przed Jasiem.
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Zakres mozliwych miejsc
najwyzsza_pozycja = 1 + wyzey, najnizsza_pozycja = N — nizej.

Dowolna klasyfikacja spetniajaca ograniczenia moze wstawi¢ pozostatych N —wyzej—nizej—1
nieokreslonych zawodnikow zaréwno przed, jak i za Jasiem.

Ztozonos¢ O(N + M) (DFS).

Porzadek musi by¢!

Mamy dynamiczny zestaw stéw powstajacych w trakcie N zapytan (,dopisz litere”, ,skopiuj
stowo”, ,poréwnaj dwa stowa”). Potrzebujemy obstuzy¢ wszystkie operacje na biezaco i na
kazde zapytanie typu 3 wypisa¢ wynik poréwnania leksykograficznego.

Odpowiednig struktura danych do tego zadania jest drzewo trie. Wowczas kazdy prefiks
wszystkich dotychczasowych stow bedzie odpowiadal okreslonemu wierzchotkowi w drzewie.

Poréwnanie dwéch stéw W celu poréwnania dwéch stéw leksykograficznie, bedziemy
chcieli znalezé najdtuzszy wspolny prefiks dwoch stow. Tuz za nim znajduje sie pierwsza
litera rozrézniajaca te stowa.

Niech u,v beda wierzchotkami reprezentujacymi stowa w drzewie trie. Aby znalez¢é ich
najdtuzszy wspoélny prefiks, nalezy obliczyé LCA(u, v). Rozpatrzmy mozliwe przypadki:

e LCA(u,v) = u = v: stowa sie nie réznia.
e LCA(u,v) = v: jedno ze stéw jest prefiksem drugiego.

e W pozostatych przypadkach: chcemy poréwnac literki na pozycjach za najdtuzszym
wspolnym prefiksem. W tym celu nalezy poréwnaé odpowiednie dzieci wierzchotka
LCA(u,v) (te, ktore znajduja sie na $ciezkach do u oraz v).

Aby szybko oblicza¢ LCA w dynamicznie tworzonym drzewie trie, mozna uzy¢ standar-
dowego algorytmu uzywajacego skokéw o potegi dwojki i wyréwnujacego gltebokosci obu
wierzchotkéw. Tablice skokéw dla wierzchotka obliczamy przy tworzeniu wezta. Cate drzewo
mozna tez zbudowaé¢ zanim zacznie sie¢ odpowiadaé na pytania (offline), wtedy mozna uzy¢
dowolnego algorytmu obliczajacego LCA.

Ztozonosé O(Nlog N) (LCA)

Bonus: Istnieje algorytm offline, ktéry rozwiazuje ten problem w O(N). Korzysta on z ob-
serwacji, ze aby porownac dwa stowa wystarczy poréwnac indeksy preorder odpowiadajacym
im wierzchotkom w drzewie trie.

Hubert Dyczkowski 2 [gor Hanczaruk



Turniej 34 - kwalifikacje do mistrzostw Oméwienie zadan

Trening

Jasio ma do rozwigzania N zadan, a kazdego dnia potrafi uporac sie z co najwyzej K zada-
niami. Szukamy minimalnej liczby dni D, takich ze

D-K > N.

Wzér Najmniejsza catkowita liczba spetniajaca nieréwnosé to

N N+ K-1
D = {K-‘ = +K (dzielenie catkowite).
Tuje
Oznaczmy poczatkowe wysokosci tui przez 11, Ts, . . ., T,,. Gar$¢ nawozu moze by¢ rozsypana
tylko na pozycjach 2...n—1:
tuja [i—1 4 i+1
przyrost ‘ +1 +2 +1

Niech a; > 0 oznacza liczbe garsci pod i-ta tuje, a X — docelowa wysokos¢ tui. Warunek
wyrownania prowadzi do liniowego uktadu réwnan

T + ap
To+ 2a9 + a3 =
Ti+ a1+ 2a; + a1 =
Th1+an-o+2a, 1 =
T, +an,_1 =

VRV
I
\.OD
=
N

Wyrazmy kolejne zmienne a; w postaci b; X + ¢;:

as = X =11,
az =X — Ty — 2% (ag)
a1 =X —T; — (a;i—1) — 2(a;), i=2,...,n—2.
Podstawiajac warto$¢ pod a,_; réwnaniu 7,, + a,—1 = X, jednoznacznie wyznaczamy
wartos¢ X.

Jesli X spelnia wszystkie rownania, a zmienne a; maja nieujemne wartosci, to znalezliSmy
rozwigzanie. W przeciwnym wypadku otrzymujemy sprzecznosé¢ i nalezy wypisa¢ "NIE”.

Ztozonosé O(n).
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Wielka szachownica

Jesli utozsamimy kolor czarny z liczba 0, a kolor biaty z liczba 1, to kolor pola znajdujacego
sie na pozycji (z,y) jest rowny (x4 y)%2. Fakt ten mozna udowodnié¢ nastepujaco: Szukamy
takiej funkcji, ktora punktowi (1,1) przypisuje 0, oraz kazdym dwém sasiednim punktom
przypisuje rézne warto$ci. Nietrudno sie przekonac, ze warunki te okreslaja szukang funkcje
jednoznacznie (tzn istnieje co najwyzej jedna taka funkcja). Jest tak, bo warunki te to
po prostu regulty kolorowania szachownicy, przy zatozeniu, ze pole (1,1) jest czarne, a takie
kolorowanie jest tylko jedno. Formalnie mozna to pokazaé przez indukcje (choé tak naprawde
kazdy, kto wierzy, ze szachownice mozna pokolorowac na tylko jeden sposob, z pewnoscig ma
te indukcje w gltowie, nawet jesli nie jest tego swiadom). Skoro istnieje tylko jedna funkcja
spelniajaca te warunki, to wystarczy pokazaé, ze f(z,y) = (x + y)%2 tez je spelnia (wiec
musi by¢ réwna funkeji kolorujacej szachownice).

Ostatecznie zadanie sprowadza sie do wezytania dwoch liczb i sprawdzenia wartosci wy-
razenia (z + y)%2.

Laczony WF

W tym zadaniu nalezy znalez¢ najwiekszy podzbiér, pewnego zbioru liczb naturalnych, o
parzystej sumie elementow. Jesli suma elementéw podanego zbioru jest parzysta, to szuka-
nym podzbiorem jest caty zbiér. W przeciwnym wypadku ze zbioru trzeba bedzie wyrzuci¢
przynajmniej jedng liczbe nieparzysta. Co wiecej, wyrzucenie doktadnie jednej wystarcza,
by suma pozostatych elementow byta parzysta. Ponadto, w zbiorze takim musi istnie¢ przy-
najmniej jedna liczba nieparzysta. Zadanie sprowadza si¢ wiec do znalezienia najmniejszej,
sposrob podanych liczb nieparzystych, oraz wypisania réznicy sumy wszystkich elementow,
oraz znalezionej liczby nieparzystej. Cato$¢ mozna zrobi¢ w czasie i pamieci O(N)
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Tréjkaty réwnoramienne

Zadanie to mozna rozwigza¢ naiwnie, sprawdzajac wszystkie trzyelementowe podzbiory w
czasie O ((];)) = O(N3?). Rozwigzanie takie dostanie werdykt TLE i 0 punktéw, autorzy
przypominaja jednak, ze na zawodach typu olimpiada informatyczna warto pisa¢ bruty.

Oczekiwane rozwigzanie ma ztozono$é O(n? log n) i opiera si¢ na nastepujacej obserwacji:
Niech p bedzie punktem. Woéwcezas wszystkie punkty, ktére mogg utworzyé trojkat rownora-
mienny z p o dtugosci ramienia réwnej d, w ktérym p jest wierzchotkiem przy obu ramionach,
leza na okregu o srodku w punkcie p i promieniu rownym d. Policzmy wiec trojkaty rowno-
ramienne z wyréznionym wierzchotkiem przy obu ramionach:

e Procedure rozwazamy dla kazego punktu p
e Najpierw sortujemy punkty po rosnacej odlegtosci od p

e W ustalonym porzadku wszystkie punkty lezace na jakims okregu zajmuja spojny seg-
ment w tablicy. Mozna wiec jednym przejsciem petli podzieli¢ punkty wedtug okregow,
na ktorych leza

e Dla kazdego okregu, jesli lezy na nim k punktow, to do wyniku dodajemy (g)

Ztozonos¢ tej procedury dla jednego punktu jest zdominowana przez sortowanie i wynosi
O(N log N). Poniewaz procedure powtarzamy dla kazdego punktu, to sumarycznie kosztuje
nas ona O(N?log N).

Mamy wiec policzone trojkaty z wyrdznionym jednym wierzchotkiem. Jak stad otrzymac
wynik? Zauwazamy, ze w trojkacie, ktory nie jest rownoboczny, tylko jeden wierzchotek moze
lezeé¢ przy obu ramionach (bo tylko dwa boki tego tréjkata moga by¢ ramionami). Kazdy taki
trojkat zostatl wiec policzony doktadnie raz. Sprawa ma sie inaczej w przypadku trojkatow
rownobocznych, kazdy z nich policzylismy 3 razy. Problemem jest tez fakt, ze policzylismy
rowniez trojkaty zdegenerowane.

Jest jednak lepiej niz mogtoby sie wydawac¢. Okazuje sie bowiem, ze nie istniejg trojkaty
rownoboczne o trzech wierzchotkach w punktach kratowych. Fakt ten jest konsekwencja
twierdzenia Picka, [ z ktérego wynika, ze tréjkat taki musiatby mie¢ wymierne pole. Jednak,
jak wiemy, pole trojkata réwnobocznego o boku a jest rowne ‘1—2\/5, a wartos$é¢ a? dla trojkata o
wierzchotkach w punktach kratowych musi by¢ catkowita. Dochodzimy wiec do sprzecznodci,
bo iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest niewymierny.

Ta czesé jest juz prosta. Niech {a,b} beda dwoma wierzchotkami. Chcemy policzy¢ ile
jest zdegenerowanych tréjkatéw {a, b, c}, w ktérych b jest wierzchotkiem lezacym przy obu
ramionach. Taki tréjkat moze by¢ jednak tylko jeden. Jesli v jest wektorem od b do a, tzn
b+v = a, to jedyny punkt ¢ mogacy utworzy¢ z punktami {a, b} réownoramienny trojkat zde-
generowany jest rowny b—v. Wystarczy sprawdzi¢, czy punkt ten nalezy do zbioru punktow,
co mozna zrobi¢ np trzymajac zbiér punktéw na secie. Catg tg cze$¢ mozna wiec obliczy¢
réwniez w zlozonosci O(N%log N).

"https://pl.wikipedia.org/wiki/Wz%C3%B3r_Picka
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Andrzej Hood

Symbol a & b bedzie oznaczal operacje xor zapiséow binarnych liczb a i bE] Zdefiniuje zor
sciezki p, jako warto$¢ xora wszystkich wag stojacych przy krawedziach nalezacych do p. W
zadaniu dostajemy drzewo i jesteSmy proszeni o wypisanie liczby wszystkich Sciezek, ktorych
xor wynosi 0.

Zatbézmy, ze drzewo jest ukorzenione w wierzchotku o indeksie 1. Niech XOR(v, u) oznacza
xora Sciezki miedzy wierzchotkami v i u. Ustalmy teraz konkretne wierzchotki v i u i niech [
bedzie ich najnizszym wspolnym przodkiem w tym ukorzenieniu. Zachodzi zwiazek:

XOR(1,v) & XOR(1,u) = XOR(1,1) & XOR(l,v) ® XOR(1,]) ® XOR(L,u) (1)

Rysunek 1: Wyjasnienie: Cze$¢ wspélna Sciezek 1 ~» v i 1 ~» u jest Sciezkg 1 ~ [

Teraz, korzystajac z przemiennosci xora, oraz z zaleznosci a®a = 01 a®0 = a dostajemy

XOR(1,v) ® XOR(1,u) = XOR(l,v) ® XOR(l,u) = XOR(v,u) (2)
Jesli
XOR(1,v) ® XOR(1,u) =0 (3)

To mozemy natozy¢ xor z liczba X OR(1, u) do obu stron réwnania, skad dostaniemy réwnanie
rownowazne, jako ze naktadanie xora przez dowolng liczbe jest funkcja odwracalng

XOR(1,v) = XOR(1,u) (4)

Wystarczy wiec zliczy¢ pary wierzchotkéw (v, u) speliajacych réwnanie (4). Wartosé
XOR(1,v) mozna policzy¢ algorytmem DFS dla kazdego wierzchotka v w sumarycznym
czasie O(N). Zebrane wartosci nalezy posortowaé, podzieli¢ na bloki, w ktérych wartosci te
sg takie same, a nastepnie dla kazdego takiego bloku dodaé¢ do wyniku (g), gdzie d jest roz-
miarem bloku. Konicowa ztozonosé jest zdominowana przez sortowanie i wynosi O(N log N).

Zhttps://pl.wikipedia.org/wiki/Alternatywa_roz%C5%82%C4%85czna
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