Omowienie zadan z turnieju druzynowego nr 32
Marcel Szelwiga
26.04.2025

Misja: Wykopaé¢ baze

W zadaniu dana byta liczba D, nalezalo odszukaé takie liczby naturalne A i B, ktérych iloczyn A- B byt maksymalny
oraz 2+ (A+ B) = D. Zauwazmy, ze jesli D jest nieparzyste lub N jest réwne 2 to odpowiedZ nie istnieje. W przeciwnym
wypadku wiemy, ze A+ B = %. Intuicyjnie wydaje sig, ze iloczyn bedzie maksymalny gdy A i B beda mozliwie blisko
siebie (a wiec w poblizu liczby %), sprébujmy sformalizowaé ta intuicje.

Wprowadzmy zmienna X, oznaczajaca odlegloéé liczby A od % i zauwazmy, ze bedzie ona réwniez odlegloscia B od
%. Niech X = A — £ mamy zatem X = (Q — B) - % — B. Po przeksztalceniu dostaniemy A = % + X oraz

4> 2 4
B = % — X. Zauwazmy, ze iloczyn A- B = (% — X) . (% + X) = ?—g — X? osiaga maksymalng wartoéé gdy X? jest
najmniejsze mozliwe, a zatem gdy liczby A i B sa réwne lub ich réznica jest réwna 1, gdy % jest liczba nieparzysta.

Odpowiedzig jest wiec zatem para liczb: L%J i (%].

Misja: Zdoby¢ chrupki

W zadaniu dany byl napis S, w ktérym nalezalo obroci¢ wszystkie samogloski. Mozliwym rozwigzaniem byloby
utworzenie drugiego napisu X, ktéry zawieralby wszystkie samogloski z pierwszego napisu (w ich oryginalnej kolejnosci);
taki napis mozna utworzy¢ iterujac sie po napisie S i dodajac na koniec napisu X tylko samogloski z napisu 5. Nastepnie
mozna ponownie przejs¢ po kolejnych literkach napisu S i je$li napotykamy na samogloske to wstawi¢ w jej miejsce
ostatnia litere napisu X i usunaé ja. Proponowane rozwiazanie dziala w zlozonosci czasowej O(|S]).

Misja: Pomoc Lemurom

W zadaniu mieliSmy dana liste pozycji N niebieskich punktéw na osi liczbowej. Nalezalo zaznaczy¢ na niej minimalna
liczbe zottych punktéow, w taki sposéb, aby kazdy niebieski punkt oddalony byt o co najwyzej 5 od dowolnej zéttej kropki.

W tym zadaniu powinno nasuwac sie zachtanne rozwiazanie polegajace na umieszczeniu pierwszej zottej kropki skraj-
nie na prawo, w taki sposéb, aby pokrywala skrajnie lewa, niepokryta jeszcze niebieska kropke. A nastepnie powtarzanie
tego procesu. Takie rozwiazanie mozna tatwo zaimplementowac¢ zwyczajnie iterujac sie po niebieskich kropkach i utrzy-
mujac pozycje ostatniej postawionej zolttej kropki oraz liczby postawionych juz zéttych kropek. Proponowany algorytm
dziata w ztozonosci czasowej O(N).

Dowéd poprawnosci skonstruowanego przez nasz algorytm rozwigzania opiera sie na argumencie wymiany, ktéry
sprowadza dowolne optymalne rozwiazanie do naszego.

Rozwazmy dowolne optymalne rozwiazanie, w ktorym pozycje zéttych kropek réznia sie od tych wybranych przez
nasz algorytm. Przesledzmy pierwsza réznice miedzy tym rozwiazaniem a naszym. Zaldézmy, ze nasz algorytm umiescit
z6tta kropke w punkcie ¥, a rozwigzanie optymalne w punkcie ', gdzie ¢y’ < y. Poniewaz nasz algorytm zawsze umieszcza
z61ta kropke mozliwie najbardziej na prawo, tak aby nadal pokry¢ pierwsza niepokryta niebieska kropke, to oznacza to, ze
wszystkie niebieskie kropki pokryte przez y’ sa réwniez pokryte przez y (korzystamy tutaj z zalozenia, ze y jest pierwszym
réznigcym sie elementem obu rozwiazan). Zatem mozemy bez straty ogdlnosci zastapié y' przez y, nie pogarszajac
jakosci rozwiazania. Powtarzajac ten proces dla kazdej réznicy miedzy optymalnym rozwiazaniem a naszym, mozemy
przeksztalci¢ dowolne optymalne rozwiazanie w to skonstruowane przez nasz algorytm.



Misja: Dla niepoznaki

W zadaniu mieliSmy dany ciag N zmian licznika, jego maksymalng warto$¢ B oraz minimalng warto$é¢ A, nalezalo
wyznaczy¢ maksymalna poczatkowa wartosé licznika, dla ktorej jego wartos¢ po kazdej zmianie miescita sie pomiedzy
minimalna a maksymalng wartoscig. Dodatkowo licznik po osiagnieciu wartosci negatywnej dopelniany jest do zera.

Sprébujmy na poczatku ustalié¢ wynik W = B+ K (maksymalna mozliwa warto$é wyniku, niezaleznie od zmian) oraz
stan licznika na T, a nastepnie przetwarzac¢ kolejne zmiany. Jesli stan licznika T' przekroczy maksymalna, to mozemy
zmniejszy¢ poczatkowy wynik W o T'— B czyli o ile stan licznika przekroczyt B oraz ustawi¢ stan licznika na B i udawad,
ze poczatkowy stan licznika zawsze taki byl. Zauwazmy jednak, ze operacja ta nie zawsze doprowadzi do “prawdziwej”
sytuacji. By¢ moze potencjalne obnizenie poczatkowego stanu nie wplynie na aktualng pozycje ze wzgledu na mozliwe
wezesniejsze wystapienie dopelnienie do zera. Zauwazmy jednak, ze nie zmienia to faktu, ze nasze ograniczenie na wynik
W dalej bedzie poprawne.

Nastepnie na podstawie otrzymanego wyniku W mozemy zasymulowaé¢ wszystkie zmiany i sprawdzi¢ czy wartosé
licznika zawsze bedzie w odpowiednim przedziale, jesli nie, to oznacza to, ze wynik nie istnieje, w przeciwnym przypadku
udalo nam sie¢ wyznaczyé¢ odpowiedz. Przedstawiony algorytm dziala w czasie O(N).

To zadanie ma alternatywne (cho¢ podobne w dzialaniu) rozwiazanie. Zauwazmy, ze dolne i gérne ograniczenie wy-
niku wynikaja odpowiednio z dolnego i gérnego limitu licznika. Zauwazmy, ze gdyby nie istniato dolne ograniczenie, to
wynik mozna byloby obliczy¢ podobng co w poprzednim rozwiazaniu metoda lub wyszukiwaniem binarnym, analogicz-
nie mozemy obliczy¢ ograniczenie wyniku gdyby nie istnialo gérne ograniczenie wyniku. Na koniec wystarczyloby sie
upewnié, ze dolne ograniczenie jest mniejsze niz goérne.

Misja: Nie dac sie

W zadaniu dana byla zagadka z zapalek znana z pudetek od zapalek czy tapaczy kliknig¢ na stronach internetowych.
Polega ona na przelozeniu jednej zapatki w prostym wyrazeniu arytmetycznym, w taki sposdb, aby wyrazenie z zagadki
stalo sie poprawne. Zagadka ma posta¢ “DoD=D" gdzie “D” oznacza cyfre a “o” oznacza znak “+” lub “-7.

Zadanie bylo czysto implementacyjne. Mozna zaczaé od rozpisania dla kazdej cyfry i znaku z jakich segmentéw
skladaja sie (i ponumerowaé¢ segmenty liczbami), wtedy kazda pozycja bedzie zbiorem zapalonych segmentéw, a wy-
razenie ciaggiem pieciu zbioréw segmentéow. Nastepnie mozna wygenerowaé liste wszystkich niekoniecznie poprawnych
wyrazen (ciagéw zbioréw segmentéw), powstalych w skutek usuniecia jednego segmentu, a nastepnie dla kazdego z nich
utworzy¢ kolejna liste wyrazen doktadajac jeden segment w kazda mozliwa pozycje. Na koniec wystarczy sprawdzié
czy ktérekolwiek z powstalych wyrazen jest poprawne (sklada sie ze zbioréw reprezentujacych cyfry oraz czy zachodzi
réwnosé).

Zadanie mozna zaimplementowaé¢ naiwnie (wykorzystujac listy zbioréw) lub nieco efektywniej wykorzystujac maski
bitowe do reprezentacji zbioru.

Misja: Przetrwac

W zadaniu dana byla plansza o wymiarach N x M, na ktérej zaznaczone byly niektére pola oraz ciag @ ruchéw,
géra, lewo, dél, prawo; w kazdym ruchu wszystkie zaznaczone pola zaznaczaja jedno z sasiednich zgodnie z kierunkiem
zadanym przez ten ruch; celem zadania jest wyznaczenie ostatnich zajetych pozycji oraz czasu, po ktérym cala plansza
zostanie pokryta.

Rozwiazanie symuluje caly proces, oczywiscie w nie najbardziej naiwny sposéb. Przyktadowo mozemy utrzymywaé
dla kazdego z kierunkéw zbidr pozycji, ktére zostana pokryte, jesli ruch zostanie wykonany w tym kierunku. Wykonanie
ruchu bedzie sprowadzalo sie do iteracji po pozycjach oraz zapaleniu niepokrytych jeszcze pél, z kazdym zapaleniem
pola wiazac sie bedzie dopisanie wszystkich sasiadéw do zbioréw pozycji dla konkretnych kierunkow.

Zauwazmy, ze W powyzszym rozwiazaniu kazde pole moze zosta¢ zapalone tylko raz, a do kazdego ze zbioréow kazde
pole moze trafi¢ co najwyzej raz. Algorytm ma zatem zlozonosé czasowa O(N - M + Q).



Misja: Drzewo

W zadaniu dane jest drzewo, nalezy poda¢ minimalng Srednice drzewa jakie moze powstaé¢ po usunieciu i dodaniu
jednej krawedzi.

Do zadania mozna podejs¢ klasycznie i rozwazy¢ usuniecie kazdej krawedzi. Zauwazmy, ze po usunieciu krawedzi od
u do v, drzewo rozbije sie na dwie czesdci: T, zawierajace wierzchotek u i T, zawierajace wierzcholek v, oczywistym jest,
ze najbardziej oplacalne bedzie polaczenie wierzchotkéow ze srodka Srednic drzew T, i T5,. Srednica nowo powstalego
drzewa bedzie wtedy odpowiadata maksimum ponizszych wartodci:

e S(T,) — érednica drzewa Ty, e S(T,) — $rednica drzewa Ty, o [%—‘ T [@—‘ +1.

Musimy w takim razie dla kazdego wierzchotka znaé¢ $rednice w jego poddrzewie oraz Srednice w dopelnieniu jego
poddrzewa. Srednice w poddrzewie kazdego wierzcholka mozemy wyznaczyé standardowym programowaniem dynamicz-
nym, ktére dla kazdego wierzchotka utrzymuje dlugoéé najdtuzszej $ciezki konczacej sie w nim oraz rozmiar Srednicy
w jego poddrzewie. W celu obliczenia analogicznych wartoéci w dopelnieniu drzewa mozemy uruchomié dfs-a ponownie
i wyznacza¢ wyniki od korzenia korzystajac przy tym z wartosci obliczonych w poprzednim uruchomieniu dfs-a. Cale
rozwiazanie ma zlozonosé czasowa O(N) wynikajaca z algorytmu dfs.

Misja: Ogradzanie

W zadaniu dana byla lista wspétczynnikéw B; oraz zbiér N wartosci A, wartosci ze zbioru A nalezalo ustawié w takiej
kolejnosci aby ciag wspolczynnikéw B; opisywal nieréwnosci pomiedzy kolejnymi warto$ciami w ulozeniu zbioru A oraz
Zf:ll |A;+1 — A;| bylo maksymalne.

Zauwazmy, ze ciag B; wyznacza dla kazdej pozycji w ulozeniu elementéw ciggu A wspélczynnik z jakim bedzie on
stal przy sumie po zdjeciu wartosci bezwzglednej. Elementy ulozenia wieksze od dwéch swoich sasiadow beda miaty
wspoélczynniki 2, elementy mniejsze od obu swoich sasiadéw beda mialy wspoélczynniki —2, a elementy mniejsze od
jednego sasiada i wieksze od drugiego beda mialy wspolczynniki 0. Wyjatek stanowia elementy o jednym sgsiedzie,
ktore beda mialty wspoélezynniki —1 lub +1.

Osiagniecie maksymalnej sumy jest juz teraz oczywiste. Wystarczy przypisa¢ najwieksze wartosci w posortowaniu
pozycjom o wspélezynniku 2, nastepnag warto$é w posortowaniu pozycji o wspélezynniku 1 (jedli istnieje), nastepne
wartosci w posortowaniu pozycjom o wspolczynniku 0, i tak dalej. Rozwiazanie mozna zaimplementowaé z uzyciem
sortowania w zlozonosci czasowej O(N log N) lub z uzyciem algorytméw selekeji w czasie O(N).

Misja: Lot

W zadaniu dana byta tablica N wysokosci oraz ) zapytan dwéch typow, na ktére nalezy wyznaczy¢ odpowiedz:

e ile najwiecej zszybowan mozna wykonaé z wierzchot- e jaka jest najdluzsza trasa zszybowan od wierzchotka
ka x, x do y;

Mozemy skonstruowaé¢ na elementach tablicy acykliczny graf skierowany w taki sposéb, aby zawieral on wszystkie
najdluzsze trasy, w tym wszystkie odpowiedzi na zapytania. Rozwazmy do jakich elementéw tablicy oplaca sie poruszaé
z elementu na pozycji . Zauwazmy, ze osiagalne sa wszystkie elementy na przedziale od a do b, gdzie a to skrajnie prawa
pozycja elementu o wartoéci wiekszej réwnej wartosci elementu = na lewo od x, a b to skrajnie lewa pozycja elementu
o wartosci wiekszej rownej wartosci elementu z na prawo od x.

Na przedziale od a+1 do z—1, bedzie oplacalo si¢ nam szybowac tylko do elementéw maksymalnych na tym przedziale.
Analogicznie na przedziale od z + 1 do b — 1. Zgodnie z ta regula mozemy utworzy¢ krawedzie grafu, mozna to zrobié
efektywnie z uzyciem drzewa przedzialowego udostepniajacego operacje znajdz nastepny element wiekszy od okreslone;j
wartosci na lewo i na prawo oraz maksimum na przedziale. Alternatywnie mozna uzy¢ drzewa, ktére udostepnia samag
operacje znajdz maksimum na przedziale oraz rekurencji, ktéra bedzie przechodzita po kolejnych maksimach i rozbijata
ciag na czesci.

Zauwazmy, ze w skonstruowanym grafie mozemy obliczy¢ glebokosei (odleglosci od korzenia, maksymalnej wartosci
w tablicy) oraz najdluzsze $ciezki zaczynajace si¢ od danego wierzchotka.

Zauwazmy, ze odpowiedzia na pytanie ile zszybowan mozna wykonaé¢ z danego elementu tablicy jest dlugo$é¢ naj-
dluzsza $ciezki z odpowiadajacego mu wierzchotka, a odpowiedzia na pytanie o najdiuzsza trase zszybowan pomiedzy
dwoma elementami tablicy jest réznica glebokosci ich wierzchotkéw. Rozwiazanie ma zlozonosé O(N log N + Qlog N).



Misja: Potwor

W zadaniu mieliSmy skonstruowaé¢ przyktad, ktéry udowadnia, ze algorytm Union Find bez kompresji $ciezki rzeczy-
wiscie dziala w czasie logarytmicznym.
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Przypomnijmy definicje drzewa dwumianowego: drzewo dwumianowe Ty sktada si¢ z jednego wierzchotka; drzewo
dwumianowe T} rzedu sktada sie¢ z korzenia oraz jego dzieci, ktérymi sa drzewa dwumianowe rzedéw mniejszych niz k.

Zauwazmy, ze po wykonaniu operacji Union na korzeniu drzewa i nowym wierzchotku, tak aby nowy wierzchotek
zostal korzeniem, oraz wykonaniu operacji Find na najnizszym wierzcholtku drzewa dwumianowego otrzymamy drzewo
dwumianowe tego samego stopnia z dodatkowym wierzchotkiem oraz wykonamy przy tym logarytmicznie, wzgledem
rozmiaru drzewa operacji.

Mozemy zatem na poczatku skonstruowaé drzewo dwumianowe okre$lonego rzedu, a nastepnie wykonywaé¢ wymie-
niona powyzej pare operacji, kazda z nich bedzie zmieniala wartos¢ licznika o wysoko$é drzewa dwumianowego.



