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Omoéwienie zawiera zadania (mniej wiecej) w kolejnosci trudnosci. Niektore z
oméwien zawieraja takze Bonus, do ktérego przeczytania szczegélnie zachecamy.

1. Trzy karty

W tym zadaniu mamy tylko 6 réznych mozliwych wejé¢, zatem dla kazdego z
nich mozemy recznie wyznaczy¢ odpowiedz.

Dostajemy rozwiazanie dzialajace w czasie O(1).

Bonus: Warto zastanowié¢ sie, co gdyby na wejsciu moglo byé N liczb (N <
500 000), a nie tylko 3.

Przydatne okazuje si¢ by¢ pojecie inwersji, czyli takich par (niekoniecznie sasied-
nich) elementéw, ze wiekszy z nich znajduje si¢ przed mniejszym.

Zauwazmy, ze jednym ruchem mozemy liczbe inwersji tylko zmniejszy¢ lub
zwiekszy¢ o dokladnie 1. Ponadto, jesli ciag nie jest posortowany, to zawsze
istnieje para sasiednich elementéw tworzaca inwersje. Zatem minimalna liczba
operacji to tak naprawde liczba inwersji ciagu. Tak wladnie dzialaja niektére
proste algorytmy sortujace, np. sortowanie przez wstawianie (Insertion Sort) lub
sortowanie babelkowe (Bubble Sort).

Dzigki tej obserwacji mozemy nieco uprosci¢ nasze rozwiazanie, gdyz liczba
inwersji ciagu (a,b, ¢) to po prostu (a > b) + (a > ¢) + (b > ¢).
Liczenie liczby inwersji dla dowolnego ciggu jest standardowym problemem,

ktéry mozna zrealizowaé efektywnie, wykorzystujac algorytm sortowania przez
scalanie (Merge Sort) lub drzewo przedzialowe, w czasie O(N log N).

2. Arbuz

Jezeli kazda z trzech czedci ma wazy¢ parzysta liczbe kilograméw, to réwniez ich
suma powinna by¢ liczbg parzysta, zatem w musi by¢ parzyste. Ponadto, skoro
waga kazdego z kawalkéw ma by¢ dodatnia, to musi ona wynosi¢ co najmniej 2,
zatem w > 6.

Okazuje sie, ze dwa powyzsze warunki sa wystarczajace, gdyz jednym z
poprawnych podzialéw jest (2,2, w — 4).

Dostajemy rozwiazanie dzialajace w czasie O(1).



3. Dwa ulamki

Zauwazmy, ze jesli zalozymy z <y, to N <z < 2N < y (bo $rednia arytmety-
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Zatem najpierw policzymy takie pary, ze x < y, a nastepnie pomnozymy wynik
przez 2 (aby dodaé pary x > y) oraz odejmiemy 1 (bo dwukrotnie policzyliémy
pare x = y, ktéra zawsze daje tylko jedno rozwiazanie x =y = 2N).

W tym celu wyznaczymy z rownania y:
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Zatem wystarczy, ze przeiterujemy sie wartoscig x po wszystkich liczbach od

N +1 do 2N i sprawdzimy, czy liczba ;”_A][V jest liczba catkowita, to znaczy czy

xN dzieli si¢ przez x — N.

Dostajemy rozwiazanie dzialajace w czasie O(N).

4. Dwa rejestry 2

Zauwazmy, ze kazda z operacji dziala podobnie jak w algorytmie Euklidesa
(zwlaszcza te z minusem). W szczegdlnosei wykonanie dowolnej operacji za-
chowuje NW D rejestréow (najwickszy wspélny dzielnik), zatem jesli NW D obu
par sa rozne, to wiemy ze odpowiedz to NIE.

Okazuje sie, ze w przeciwnym wypadku odpowiedz to TAK.

Dla uproszczenia zalézmy chwilowo, ze obie liczby sa dodatnie. Korzystajac z
operacji X- oraz Y- mozemy zasymulowa¢ algorytm Euklidesa i z poczatkowego
stanu (X,Y") dotrzeé¢ do stanu (0, NWD(X,Y)).

W przypadku liczb ujemnych analogicznie mozemy przejsé do (0, —-NW D(X,Y)),
a nastepnie naprawié znak przechodzac kolejno do: (NWD(X,Y),—-NWD(X,Y)),
(NWD(X,Y),0), (NWD(X,Y), NWD(X,Y)), (0, NWD(X,Y)).

Dodatkowo zauwazmy, ze kazda z operacji mozemy odwréci¢. Przyktadowo
zaczynajac od (X,Y) i wykonujac X+ dostajemy (X +Y,Y), co mozemy odwrdcié
wykonujac X-, tym samym otrzymujac z powrotem (X,Y).

Zatem aby przej$¢ z (X,,Y,) do (Xi,Ys) (takich ze NWD(X,,Y,) =
NWD(Xy,Y))) mozemy najpierw przej$é z (X,,,Y,) do (0, NWD(X,,Y,)), a
nastepnie odwracajac operacje przej$é z (0, NWD(X},Yy)) do (Xg, Yi).

Dostajemy rozwigzanie dzialajace w czasie O(log (X +Y)).



Bonus: Polecamy zastanowié¢ si¢ jak uogélni¢ rozwiazanie na N rejestréw
X1, Xs, ..., Xn, tak aby dzialalo w czasie O(N + log (min Xj;)).

5. Turniej par

Posortujmy zadania po trudnoéci, a nastepnie zastosujmy wyszukiwanie binarne
po wyniku.

Majac ustalong wartos¢ T', ktéra chcemy osiagnac¢ mozemy dla kazdego zadania
wyznaczy¢ minimalne do$wiadczenie, jakiego potrzebuje, aby czas jego wykonania
wyniést co najmniej 7.

Réznych rodzajow par zawodnikow jest tylko 6, bedziemy je oznaczaé¢ odpowied-
nio: MM, MZ, MP, ZZ, ZP, PP.

Zauwazmy, ze istnieja tylko dwie mozliwe kolejnosci wzgledem sumy doswiad-
czenia:

Wynika stad, ze pary mozemy utworzy¢ zachtannie. Istnieje kilka dzialajacych
sposobow. Jeden z nich mozemy uzyskaé¢ wykonujac nastepujace kroki:

e wszystkim zadaniom, ktorym mozemy przypisujemy MM,
o wszystkim zadaniom, ktéorym mozemy przypisujemy MZ,
o pozostale M musza zostaé zuzyte w ramach MP,

o wszystkim zadaniom, ktérym potrzeba przypisujemy PP,
e pozostale P musza zosta¢ zuzyte w ramach ZP,

e pozostale Z musza zostaé¢ zuzyte w ramach ZZ.

Przypisanie konkretnych par do zadan réwniez mozemy zrobié¢ zachtannie, tzn.
im trudniejsze zadanie tym mniejsza pare powinno dosta¢. Na koniec wystarczy
sprawdzié czy faktycznie udato sie¢ nam osiagnaé co najmniej T' w przypadku
kazdej z par.

Dostajemy rozwiazanie dzialajace w czasie O(N(log N + logT)).

Bonus: Implementacje da si¢ nieco usprawnic robiac co$ jeszcze bardziej zachlan-
nego, tzn. mozna posortowaé rodzaje par po ich sumie, a nastepnie kazdemu
zadaniu od najlatwiejszego przypisywaé najmniejsza mozliwa dzialajaca (i jeszcze
dostepna) pare. Polecamy zastanowié¢ sie nad dowodem takiego podejscia.

6. Czytanie tresci

Posortujmy tresci po malejacym czasie. Dzieki temu jesteSmy w stanie napisaé
programowanie dynamiczne — niech DP[n|[k] oznacza minimalny koszt przeczy-



tania n pierwszych kupek tresci, w taki sposéb, ze k tresci przeczytaliSmy (do
tej pory) pojedynczo.

Kazda kolejna tre$¢ mozemy albo przeczytaé pojedynczo placac jej koszt (i
zwiekszajac drugi parametr o 1), albo sparowaé z jaka$ juz przeczytana trescia,
nie placac nic (i zmniejszajac drugi parametr o 1). Mozemy tak zrobié, gdyz
zadbaliémy o malejace czasy kolejnych kupek.

Zapiszmy teraz wzor na nasze DP (gdzie w oznacza liczbe tresci z n-tej kupki,
ktére na razie czytamy pojedynczo):

DP[n|[k] = Irqlli)n(DP[n — 1k +z, — 2w + t, - w)

Oczywiscie musimy pamigtaé¢ o 0 < w < min(z,, k).

Niech X = maxx;. W tak zdefiniowanym DPku mamy O(NX?) stanéw, a
kazdy z nich mozemy obliczy¢ w czasie O(X).

Pierwszym krokiem w strone szybszego rozwiazania jest nastepujaca obserwacja.
Zawsze oplaca nam sie mie¢ co najwyzej X niesparowanych jeszcze tresci.

Szkic dowodu przebiega nastepujaco.

Jedli bytby taki moment, ze mamy co najmniej X + 1 niesparowanych tresci,
to zaréwno przed nim, jak i za nim mamy dwie rézne kupki, ktére w tych
sparowaniach biorg udzial. Skoro tak, to oplaca nam sie co$ podmienié, aby
otrzymac nie gorsze rozwiazanie, zatem sprzecznosc.

W ten sposéb zmniejszylidmy liczbe stanéw do O(NX).

Pozostaje nam juz tylko przyspieszenie obliczania kolejnych wartosci DP. Mozna
to zrobi¢ na przyklad uzywajac drzewa przedzialowego lub struktury RMQ.
Szczegoly pozostawiamy do samodzielnego dopracowania.

Dostajemy rozwiazanie dzialajace w czasie O(N X log X).

Bonus: Zadanie da sie rozwiazaé¢ w czasie O(NX) uzywajac przy tym dosy¢
prostej struktury danych (w szczegdlnosei nie chodzi nam o liniowe RMQ :)).

7. Daj kamienia!

Stwérzmy graf, w ktérym wierzchotkami sa puste pola planszy, a krawedzie
utworzmy pomiedzy sasiednimi polami.

Okazuje si¢, ze w tej grze drugi gracz wygrywa wtedy i tylko wtedy, gdy
w tak zbudowanym grafie istnieje skojarzenie doskonale (perfect matching).
Uzasadnijmy sobie to.

Jesli w grafie istnieje skojarzenie doskonate, to niezaleznie od wyboru pierwszego
wierzcholka, drugi gracz moze przejsé (polozyé kamienn) do wierzcholka skojar-
zonego z nim. Nastepnie pierwszy gracz musi wybraé¢ pewien inny wierzcholek
(nieskojarzony z aktualnym), a drugi gracz znowu moze odpowiedzie¢ wybierajac



wierzchotlek skojarzony z tym innym wierzcholkiem. Stosujac te strategie drugi
gracz zawsze moze zagwarantowacé sobie zwyciestwo.

Jesli w grafie nie istnieje skojarzenie doskonatle, to znajdzmy w nim najwieksze
skojarzenie. Niech pierwszy gracz wybierze dowolny nieskojarzony wierzchotek.
Teraz role sie odwracaja (i odbywa sie to co w poprzednim przypadku). Drugi
gracz musi wybraé pewien wierzcholek, ktéry jest skojarzony (ale nie z obecnym),
a nastepnie pierwszy gracz moze odpowiedzie¢ wybierajac skojarzony do niego
wierzchotek. Drugi gracz nigdy nie bedzie w stanie wybraé¢ nieskojarzonego
wierzchotka, gdyz powodowaloby to istnienie Sciezki powigkszajacej, a znalezliSmy
najwiecksze skojarzenie.

Powyzsza argumentacje mozna uogoélnié¢ na liczenie wygrywajacych wierzchotkow
startowych, tzn. wierzcholek startowy jest wygrywajacy wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje najwieksze skojarzenie nie zawierajace go.

Ten warunek, dla pojedynczego wierzcholka, mozna sprawdzi¢ poréwnujac
rozmiar najwiekszego skojarzenia, z rozmiarem najwiekszego skojarzenia po
usunieciu tego wierzchotka z grafu. Jedli rozmiar pozostal taki sam, to takie
skojarzenie istnieje, a jesli spadl o 1, to takie skojarzenie nie istnieje. Jako ze
plansza to graf dwudzielny, to do znajdowania skojarzen mozemy uzyé¢ swojego
ulubionego algorytmu (np. Hopcrofta-Karpa).

Dostajemy rozwigzanie dzialajace w czasie O(N2M?/NM).

Bonus: Zadanie da sie rozwiazaé¢ w czasie O(N M+ NM) znajdujac skojarzenie
tylko raz. Majac juz najwieksze skojarzenie wyznaczone, wystarczy sprawdzic, dla
kazdego skojarzonego wierzchotka, czy istnieje $ciezka alternujaca wychodzaca z
niego o parzystej dtugosci.
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