Omodwienie zadan z Turnieju 23 (kwalifikacje do Mistrzostw)

Karol Pokorski

1 Tempo biegu

Na wejsciu podana jest predkosé w kilometrach na godzine. Celem jest obliczy¢ czas (powiedzmy, ze
w sekundach) potrzebny na pokonanie jednego kilometra.

Predkos$¢ V' podana na wejéciu oznacza, ze w ciagu 3 600 sekund pokonujemy V kilometrow, a wiec
jeden kilometr pokonywany jest w ciagu @ sekund. Wynik nalezalo zaokragli¢ w dot (na przyktad
rzutujac wynik dzielenia na typ int). Niech wynik po zaokragleniu to S sekund. Trzeba go odpo-
wiednio sformatowaé (wypisaé liczbe minut oraz sekund, oddzielajac je dwukropkiem i dopelniajac
zerami).

Liczba minut, ktore nalezy wypisaé¢ to L%J, za$ liczba sekund to reszta z dzielenia S przez 60
(operacja modulo, operator % w C++). Nalezalo jeszcze pamietaé o wypisaniu dodatkowych zer, jezeli
liczba minut lub sekund jest mniejsza niz 10.

Niektore btedne odpowiedzi u zawodnikow bralty sie z niedoktadnosci typoéw zmiennoprzecinko-
wych. Przyktadowo, dla testu, w ktorym V = 50, prawidtowa odpowiedZ to doktadnie 72 sekundy
(01:12), a wiele programéw, ktore w skutek niedokladnosci obliczen uzyskiwaty 71.99999 . .. zaokra-
glaty ten wynik do 01:11.

2 Antypalindromicznos¢

Kluczowa obserwacja w tym zadaniu jest to, ze wystarczy, zeby stowo nie zawierato palindromu

dtugosci 2 lub 3, zeby nie zawieralo zadnego palindromu. A zatem, w wypisanym napisie S musi

zachodzi¢ warunek S[i] # S[i + 1] oraz S[i] # S[i + 2] dla kazdego i, dla ktérego ma to sens.
Przyktadowym napisem, ktory spetnia warunki zadania jest wigc abcabcabcabe. . ..

3 Maxdiff

Najwigksza roznice tworzy najbardziej skrajna para liczb w strukturze, a wiec liczba najwigksza
z najmniejsza. A wiec jednym ze sposobow rozwigzania tego zadania byto skorzystanie ze struktury
danych przechowujacej uporzadkowany zbiér (std::set w przypadku C++).

Struktura umozliwia wstawianie i usuwanie elementu w czasie O(log n) oraz sprawdzanie czy dany
klucz znajduje sie w strukturze réwniez w czasie O(logn) (jest to pomocne do zignorowania operacji
insert na liczbach, ktore sa w zbiorze oraz operacji erase na liczbach, ktérych nie ma w zbiorze).
Poniewaz utrzymywany zbiér jest uporzadkowany i mamy dostep do iteratora oraz odwrotnego ite-
ratora, mozliwy jest tatwy dostep do elementu najmniejszego i najwiekszego (*(S.begin()) oraz
*(S.rbegin())).

Poniewaz rozmiar danych byt duzy, nalezato réwniez pamieta¢ o wytaczeniu synchronizacji opera-
cjiI/O z C i C++ (ios_base::sync with stdio(false)). Dla potrzeb wydajnosciowych sensowne
jest réwniez odseparowanie strumieni wejscia i wyjscia (cin.tie(0)).



4 Dobry LIS

W zadaniu nalezy policzy¢ najdtuzszy podciag rosnacy, w ktéorym suma kazdych dwéch sgsiednich
wartodci jest liczbg pierwsza.

4.1 Algorytm na LISa

Wzbogacimy w tym celu standardowy algorytm na LIS oparty o programowanie dynamiczne. W al-
gorytmie tym utrzymujemy tablice LIS;[], w ktorej komoérka LIS;[l] oznacza najmniejszy mozliwy
element jakim moze konczy¢ sie pewien podciag rosnacy o dtugosci I z ciagu T[1], T[2], . .., T[i]. Algo-
rytm ten bazuje na obserwacji, ze tablice L1S;,4][| oraz LIS;[| réznia si¢ jedynie jednym elementem,
ktéry tatwo znalezé: poszukujemy po prostu najwiekszego elementu, ktéry jest mniejszy niz T'i + 1].
Tylko za nim mozna oraz optaca sie¢ podmieni¢ komoérke LIS; 1[] na T[i + 1]. A poniewaz tablica
LIS]] jest stale uporzadkowana, mozemy zastosowaé wyszukiwanie binarne do znalezienia tego ele-
mentu. Niepotrzebne jest tez utrzymywanie wielu réznych tablic LIS; dla r6znych parametréw ¢, zas
calo$¢ mozna zamknaé w jednej tablicy LIS przechowujacej LIS; dla biezacego ¢ € {1,2,..., N}
rozpatrywanego w danym momencie.

4.2 Algorytm na dobrego LISa

Skorzystamy z tego algorytmu, jednak w komoérkach LIS|[l] nie bedziemy utrzymywali jedynie naj-
mniejszego elementu dla danej dtugosci . Zamiast tego, kazda komorka tablicy LIS[l] bedzie utrzy-
mywata uporzadkowany zbior wszystkich elementow jakie moga by¢ na konicu dobrego ISa o dtugosci
[ (o ile te elementy nie mogltyby by¢ ostatnimi elementami jeszcze dtuzszych dobrych IS6w).

Majac obliczony stan tablicy LIS;[] i chcac obliczyé LI1S;,4(], postepujemy podobnie jak w orygi-
nalnym algorytmie. Ponownie chcemy znalez¢ jak najwicksza ditugosé dobrego ISa, ktory konczy sie
elementem T'[k] mniejszym niz T'[i + 1], ze wartos¢ T'[k] + T'[i + 1] jest liczba pierwsza.

Liczby pierwsze sa dosé gesto roztozone w zbiorze liczb naturalnych: w zbiorze liczb {1,2,..., M}
znajduje sie ®<1024M> liczb pierwszych. Poniewaz w tresci zadania podane bylo, ze dane sa losowe,
mozliwe jest naiwne przejrzenie (przecietnie ©(log M)) kandydatéw na poprzedzajacy T'[i+1] element
najdtuzszego dobrego ISa, poczynajac od kandydatéw mniejszych niz T'[i + 1] koniczacych mozliwie
najdtuzsze ISy. Dtugosé [ takiego przedtuzalnego ISa ponownie mozemy wyszukiwaé binarnie, zas juz
w samym zbiorze L1S|l] kandydatéw mozemy sprawdzaé po kolei iteratorem na strukturze std: : set
(od najmniejszego do najwiekszego). Jezeli dojdziemy do konca listy lub do kandydata, ktory jest
wiekszy niz T'[i 4+ 1], przechodzimy do listy LIS[l — 1] i ponawiamy wyszukiwanie, w razie potrzeby
analizujac listy LIS[l — 2], LIS[l —3],.... W ten spos6b koszt znalezienia stosownego przedtuzalnego
dobrego ISa jest proporcjonalny do liczby przejrzanych kandydatéw plus O(log N) na znalezienie
wartosci [.

4.3 Sprawdzanie pierwszosci

Aby wydajnie sprawdzaé czy liczba do 2 - 10° jest liczbg pierwsza, najlepiej sprawdzaé¢ ewentualng
podzielno$é jedynie przez liczby pierwsze do zakresu v2-10° (czyli weze$niej przygotowaé sobie
tablice liczb pierwszych o tej dtugosci, na przyktad za pomoca sita).

Mozliwe, cho¢ wcale niekoniecznie przynoszace lepszy efekt, jest réwniez zastosowanie szybszych
asymptotycznie algorytmow sprawdzania pierwszosci: np. faktoryzacji ,rho” Pollarda lub testow
pierwszosci (np. Millera-Rabina).



4.4 Odzyskiwanie wyniku

Nalezy pamietaé, ze tablica LIS[] w oryginalnym problemie nie reprezentuje LISa, lecz najmniejsze
elementy koniczace ISa o danej dhugosci. Aby odzyska¢ wynik najtatwiej jest wiec zapamigtywad
dla kazdego doktadanego elementu, kto byt jego poprzednikiem (dbajac o to, zeby przez przypadek
sobie tego poprzednika nie nadpisa¢ w p6zniejszych iteracjach petli, na przyktad dla powtarzajacych
sie wartosci). Wtedy mozliwe jest standardowe odzyskanie catego dobrego LISa, a nie tylko jego
dhugosci, cofajac sie po Sciezce, zaczynajac od dowolnego elementu na ostatniej liscie L1S]|.

4.5 Uwagi koncowe

Jak sie okazuje, optymalna dtugos¢ dobrego LISa dla losowych danych nie jest zbyt duza. Mozliwe
wiec, ze system zaakceptowal réwniez rozwiazania, ktore nie uzywaja wyszukiwania binarnego, a za-
miast tego liniowo znajduja najwieksza dtugosé [ ISa, ktéry mozna przedtuzyé elementem Ti + 1].
Realnie bowiem czas rozwiazania okazuje sie by¢ zdominowany przez sprawdzanie pierwszosci sum
Ti + 1] z potencjalnymi poprzednikami w dobrym LISie.



5 Zliczanie MIS6w

Sprébujmy rozwiazaé to zadanie grafowo. Wierzchotkami grafu beda pozycje w ciagu. Stworzymy
skierowang krawedZ w grafie miedzy pozycja i oraz j, jezeli T'[i] moze bezposrednio poprzedzaé T'[j]
w MISie. Dzieje sie tak wtedy, gdy i < j, T[i] < T[j] oraz T'[j] jest najmniejszym sposrdd elementow
{Tli+1,Ti+2],...,T[j — 1], T[4]}-

5.1 Rozmiar grafu

Najpierw zauwazmy, ze mamy prawo oczekiwac, ze utworzony graf bedzie niezbyt duzy. Zastanowmy
sie, ktére pozycje zostang koncami krawedzi wychodzacej z pozycji i. Spoéréd pozycji ¢ + 1,7 +
2,..., N skupiamy si¢ jedynie na tych pozycjach, dla ktorych wartosci w ciagu T' sa wigksze niz
T[i]. Niech te (tylko wieksze niz T[i]) wartosci, w kolejnosci od lewej do prawej tworza ciag C.
Rozwazmy minima prefiksowe ciggu C'. Prawdopodobienstwo, ze j-te minimum prefiksowe jest inne
niz (j — 1)-sze minimum prefiksowe, jest rzedu % przy losowym doborze wartosci ciagu T (a taki
mieli$my gwarantowany w tresci zadania). Czyli z takim prawdopodobienistwem mamy jedna zmiane
minimum (i jedna nowa krawedz w grafie), w pozostalych przypadkach krawedzi nie tworzymy. Suma
tych prawdopodobienistw (albo raczej wartosci oczekiwanych tych zmiennych losowych) daje wartosé
oczekiwanag liczby krawedzi, ktore beda wychodzity z i. Mozemy t¢ wartos¢ ograniczy¢ z géry przez
% + % +...+ % = O(log N), a wiec taczna liczba krawedzi jest O(N log N).

5.2 Obliczanie liczby MIS6w na podstawie grafu

Zaktadajac, ze mamy juz obliczony graf, o ktérym mowa w poprzednich akapitach, mozemy obliczy¢
liczbe MISéw. Kazda maksymalna $ciezka (od wierzchotka o stopniu wejsciowym 0, do wierzchotka
o stopniu wyjsciowym 0) reprezentuje pewien podzbior pozycji, ktérego elementy tworza MISa.

Liczbe takich $ciezek mozemy obliczy¢ programowaniem dynamicznym: przegladamy graf w natu-
ralnym porzadku topologicznym i sumujemy wyniki z krawedzi wchodzacych do kazdego wierzchotka.
Nalezy oczywiscie pamieta¢ o ustawieniu wyniku na 1, gdy mamy do czynienia z wierzchotkami star-
towymi i o modulowaniu wynikéw przez 10° + 7 przy kazdym dosumowaniu.

5.3 Konstrukcja grafu

Pozostaje pytanie jak szybko skonstruowac zadany graf pozycji. Mozemy go konstruowaé zaczynajac
od pozycji, na ktérych stoja najwicksze wartosci.

Utrzymujemy drzewo przedziatowe indeksowane pozycjami w ciagu. W momencie obliczania kra-
wedzi wychodzacych z wierzchotka i, w weztach drzewa reprezentujacym przedzialy pozycji w ciggu
przechowywane sa uporzadkowane zbiory wartosci elementéw wiekszych niz Ti] z tego przedziatu
pozycji.

Poszukujac nastepnej krawedzi wychodzacej z i po wezesniej wstawionej krawedzi do j, rozbijamy
przedziat j+1... N na przedzialy bazowe. Przegladamy przedzialy bazowe od lewej do prawej i znaj-
dujemy pierwszy, w ktérym znajduje si¢ choé¢ jedna warto$¢ mniejsza niz T'[j]. Poniewaz w tym prze-
dziale moze sie znajdowac¢ potencjalnie wiele takich wartosci, a my chcemy znalezé nie najmniejsza,
a te, ktora jest na najwczesniejszej pozycji, mozemy zaczac rozbijaé¢ ten przedziatl bazowy na mniejsze
podprzedzialty (zaczaé i$¢ w dét drzewa przedziatowego), za kazdym razem preferujac lewego syna,
o ile zawiera on chociaz jeden element mniejszy niz T[j], idac do prawego syna tylko w przeciwnym
przypadku. W ten spos6b mozemy wygenerowaé kolejna krawedz grafu w czasie O(log N).

Poniewaz oczekiwana liczba krawedzi grafu jest ©(N log V), otrzymalidmy rozwigzanie o oczeki-
wanym czasie dziatania O(N log® N).



6 Kwadrat z punktami

Zauwazamy najpierw, ze wystarczy sprawdzac¢ tylko kwadraty, ktére maja co najmniej jeden punkt
na swoim lewym boku, co najmniej jeden punkt na swoim dolnym boku oraz co najmniej jeden punkt
na boku prawym lub gérnym.

Robimy petle, ktéra zgaduje pozycje boku lewego i dolnego (O(N?) iteracji). Nastepnie zgadujemy
rozmiar boku kwadratu. Poniewaz im wickszy bok kwadratu, tym wigcej punktéw w jego wnetrzu,
mozemy do tego celu zastosowaé wyszukiwanie binarne.

6.1 Przeindeksowanie wspolrzednych

Zeby sprawdzi¢ ile punktow jest we wnetrzu konkretnego kwadratu, mozemy zastosowaé sumy prefik-
sowe. Na poczatku programu mozna zrobi¢ reindeksowanie wszystkich wspotrzednych, zeby najmniej-
sza wspoOlrzedna otrzymata indeks 1, druga najmniejsza indeks 2 itd. Mozna w tym celu zastosowac
strukture std: :map lub stworzy¢ tablice par (pozycja, przeindeksowana pozycja). Aby przeindekso-
waé pdzniej oryginalng wspotrzedna, mozna uzy¢ operacji lower_bound lub wyszukiwania binarnego.

6.2 Sumy prefiksowe

Nastepnie mozemy stworzy¢ tablice T'[][]. Punkt (z, y) zaznaczamy jako jedynka na pozycji T'[r(x)][r(y)],
gdzie r() to funkcja reindeksacji wspétrzednej. Nastepnie z tablicy T'[][] mozemy policzy¢ tablice sum
prefiksowych S[|[]. Warto$¢ S[z|[y] oznacza wigc liczbe punktow lezacych na lewo od reindeksowane;
wspotrzednej x oraz w dot od reindeksowanej wspotrzednej y. Aby policzy¢ ile punktoéw zawiera kon-
kretny kwadrat miedzy reindeksowanymi wspoétrzednymi (zq,y;) oraz (xs,ys) wystarczy skorzystaé

z (zasady wlaczen i wylaczen) wyrazenia:

Slaallya] = Slar = Ulya] = Slaallyr — 1+ Slay — 1[ys — 1]

6.3 Uwagi koncowe

Prowadzi to do rozwiazania O(N?log® N), ktére przy dobrej implementacji powinno by¢ akceptowane
przez system zawodow. Mozliwe jest niewielkie usprawnienie tego rozwigzania i nie uruchamianie
wyszukiwania binarnego dla kazdej pary (lewy bok, dolny bok). Ustalmy losowa kolejno$¢ analizy
tych par. Powiedzmy, ze przeanalizowaliSmy juz jaki$ prefiks tego ciggu i najlepszy dotychczasowy
kwadrat ma bok o dtugosci [. Jezeli przegladamy nastepna pare i kwadrat o boku dtugosci | zawiera
za malo punktéow, to nie ma sensu sprawdzaé tego ©(log N) razy, zeby i tak na koncu stwierdzi¢,
ze to jest gorszy wynik niz najlepszy dotychczas znany. A poniewaz, jak juz wiemy z poprzedniego
zadania, minimum losowego ciggu zmienia sie rzadko... wiele z tych wyszukiwan bedzie mozna ominac.



7 Superpermutacja

W tresci zadania byto podane sporo linkéw do materiatow popularnonaukowych w internecie i prac
naukowych. W szczegolnosci: jeden z najbardziej plusowanych komentarzy do ostatniego zalinkowa-
nego filmu o superpermutacji zawiera superpermutacje o dtugosci 5907 dla N = 7.

Inny za$ link wyjasnia prosta, naiwng konstrukcje, ktora na podstawie superpermutacji dla N,
generuje stosunkowo krétka (ale nie dosé krétka na potrzeby naszego zadania) superpermutacje dla
N + 1.

W tym zadaniu nalezato przejrze¢ te materiaty i potaczy¢ kropki: zamiast stosowaé standardowa
konstrukcje zaczynajac od superpermutacji dla N = 1 i juz dla N = 6 osiagna¢ suboptymalne
rozwigzania, lepiej zacza¢ od superpermutacji z komentarza dla N = 7, ktéra wzgledem standardowe;
konstrukcji ma juz ,oszczedzone” szesé znakéw. Otrzymamy w ten sposob superpermutacje dla N = 9
o dtugosci 409 107, o jeden znak krotsza niz limit z zadania.

8 Funkcja réznowartosciowa

Zastosujemy podejscie grafowe. Wierzcholki reprezentujace wartosci f(z) dostaja skierowana krawedz
do wierzcholtkéw reprezentujacych wartosci g(z).

Poniewaz f jest roznowartosciowa, kazda spdjna sktadowa n wierzchotkéw tego grafu ma albo n
krawedzi, albo n — 1 krawedzi. Innymi stowy: albo jest drzewem, w ktérym wszystkie krawedzie zbie-
gaja do jednego ujscia (jeszcze nieuzywanej wartosci g(+)), albo sktadowa ztozona z cyklu, do ktérego
zbiegaja by¢ moze podczepione do niego drzewa (nazwijmy takie sktadowe meduzami).

8.1 Rozpoznawanie i naprawianie drzew

Mozliwe jest zidentyfikowanie drzew, poprzez rozpoczecie od wierzchotkéw o stopniu wyjsciowym O.
W kazdym takim drzewie, jezeli zdecydujemy sie podmienié¢ warto$¢ f(x) na g(x) (wybraé jakas kra-
wedz, zeby nia podazy¢), to musimy tez wybra¢ krawedz od g(x) i tak dalej az do osiagniecia korzenia,
gdzie ten cigg wymuszen sie konczy. Nie mozemy wtedy jednak wybraé¢ zadnej innej krawedzi.

Oznacza to, ze z kazdej sktadowej, ktéra jest drzewem mozna wybra¢ maksymalnie tyle krawedzi
ile liczy sobie najdtuzsza Sciezka do korzenia w tym drzewie. Te mozna znalezé prostym progra-
mowaniem dynamicznym na drzewie. Uruchamiamy DFS na grafie sktadajacym sie z odwréconych
krawedzi i zaktadamy, ze wyniki dla lisci sg pustymi Sciezkami, a wyniki dla weztéw wewnetrznych
powstaja z przedhuzenia najdtuzszej Sciezki przyniesionej przez jakiego$ z synéw o jego krawedz
do ojca.

8.2 Rozpoznawanie i naprawianie meduz

Wszystkie wierzchotki, ktére nie zostaly dotychczas odwiedzone, naleza do sktadowych bedacych
meduzami. W kazdej takiej sktadowej mozemy ewentualnie podja¢ decyzje o wybraniu wszystkich
krawedzi lezacych na cyklu lub pozostawieniu funkcji niezmienionej. Oczywiscie, przy celu zadania,
chcemy zidentyfikowaé wszystkie cykle wszystkich meduz i zaznaczy¢ wszystkie wystepujace tam
krawedzie.

Latwo zagwarantowac, odpowiednim oznaczaniem kolejno odwiedzanych wierzchotkoéw, zeby pro-
cedura przegladajaca wierzchotki przetwarzata kazdy wierzchotek drzewa meduzy tylko jeden raz,
za$ kazdy wierzchotek jej cyklu co najwyzej dwa razy (raz przy pierwszym wejsciu do niego i raz,
za pierwszym razem, gdy juz wiemy, ze ten wierzcholek lezy na cyklu). W ten sposéb procedura
wybierajaca krawedzie bedzie dziatata w czasie liniowym.



9 Zwiekszanie wyniku

Kluczowa obserwacja w tym zadaniu jest taka, ze chcemy za kazdym razem zwickszy¢ o 1 najmniejsza
liczbe w ciagu. W istocie: zamiana liczby z k na k + 1, mnozy caly iloczyn wszystkich liczb przez
czynnik % Utamek jest tym wiekszy im mniejsza jest wartosc k.

Niestety, z ograniczen zadania wynika, ze takich zwiekszen chcemy wykonaé¢ K < 10°. Chcialoby
si¢ powiedzie¢, ze skoro wynik nie moze by¢ duzy, to nie da si¢ zrobi¢ zbyt wielu zwickszen, ale nie
jest to prawda i w zbiorze testéw znalazty sie odpowiednio ztosliwie dobrane przypadki.

Kluczowe jest precyzyjne zrozumienie, co doktadnie wynika z faktu, ze iloczyn liczb po wykonaniu
K zwigkszen nie moze przekroczy¢ 10'®. Najpierw mozemy (i musimy) wykonaé¢ wszystkie zwiekszenia
zer na jedynki. Potem juz mozemy powiedzie¢, ze w powstalym ciggu ani przed, ani po wykonaniu
pozostalych zwiekszen nie moze sie znajdowaé zbyt wiele réznych liczb. W istocie: 1-2-3-...-20 > 10'8,
a wiec jezeli w ciagu (juz bez zer) znajdzie sie wiecej niz 20 réznych liczb, to ich iloczyn przekroczy
dozwolony w ograniczeniach limit.

Mozliwe jest wiec zgrupowanie takich samych liczb (zliczajac ile liczb kazdego typu mamy) i zwiek-
szanie wszystkich liczb lezacych w najmniejszej grupie jednoczesnie do wartosci drugiej najmniejsze;
grupy (lub do mniejszej wartosci, jezeli mialoby sie okazaé, ze szybciej wyczerpiemy limit K zwigk-
szen, lub, w jeszcze innym przypadku, zwiekszenie tylko K liczb z najmniejszej grupy o 1). Kazde
takie zwiekszenie albo konczy program (zmniejsza K do zera), albo zmniejsza liczbe grup réznych
liczb, co ogranicza liczbe iteracji do 20.



